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У ЗА Г А Л Ь Н Е Н А  Г Е Н Е Р А Т Р И С А  Б Е З ’Є
Ю.І. Волков
В этой статье рассматриваются свойства обобщенного преобразования Безье , его 
применение для приближения функций и построения кривых.
In this paper we consider properties of generalized Bezer’s transformation, its using for 
the approximation of functions and curves tracing.
1. Вступ
Позначатимемо: через {y} ( або просто у) числову послідовність {yo, . . .,y2n};
2а(1 -  x)
b = b(х, а) :=
1 d k
1
а + J 1 + (а - 1)(2х - 1)2
,0 < х < 1.а > 0 ;
n !(2a)C (n ,к ,а ) := —-^-г-(1 + 2az + z 2)nL 0 = Т  /— ,к  = 0,1,...,2n.
k! dxk 1 ^і+2j=k і!(п -  і -  j !
О значення 1. Функція
Bn (y,x , а) := Т  y kC (n ,k ,а)Ь(x ,а)k/2 b(1 -  x ,а)
k=0
n-k /2
називається узагальненою генератрисою Без 'є послідовності {у}.
Зокрема, якщо а=1, то
C(n, k  ,1) = Ckn, Bn (у , x,1) = B2„ (у, x) = t y „ C L x k (1 -  x )2- k ,
k=0
тобто, Bn(y,x,1) це звичайна функція Без’є, яка породжена послідовністю {у} 
(див., наприклад, [1], стор. 44-62); якщо а=0, то
Г0, якщо k  непарне 
C (n ,k ,0) = <! ’ Р
[Cn_k/2,якщо k  парне,
а Bn(y,x,0) це звичайна функція Без’є, яка породжена послідовністю {y}= 
{yo, . . . ,y2n}.
Метою даної роботи є вивчення функцій В ^ ^ а )  та їхніх застосувань для 
апроксимації неперервних функцій і побудови кривих.
1. Допоміжні пропозиції.
Л ема 1. Числа C(n,k,a) задовольняють рекурентному співвідношенню: 
C(n,k,a) =C(n-1,к,а) +2aC(n-1, к-1, а) +C(n-1,k-2,а), C(0,0,а) =1, C(0,k,a)=1, 
C(1,1,a) =2а, C(2,1,a) =1.
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Лема випливає з співвідношення 
(1 + 2az + z2)n = (1 + 2az + z 2)n-1 (1 + 2az + z2) , бо C(n,k,a) це коефіцієнти
многочлена (1 + 2az + z2)n = Т  C  (n, к , a) z k .
к=0
Таблиця чисел C(n,k,a) для n=1, 2, 3, 4.
1 2a 1
1 4a 2+4a2 4a 1
1 6a 3+12a2 12a +8a3 3+12a2 6a 1
1 8a 4+24a2 24a +32a3 6+48a2 +16a4 24a +32a3 4+24a2 8a 1
2n
Далі використовуватимемо таке позначення:
w = w(x, a) :=-yj 1 + (a 2 - 1)(1 -  2x)2 = ^ 4x(1 -  x) + a 2(1 -  2x)2 .
Л ема 2. Функція b(x,a), її перша і друга похідні по x невід 'ємні і 
b(x ,а) < 1,0 < x < 1,а > 0.
Дійсно,
x а) = w(x, a) + a(2x -1 )  > a |2x -  ^ + a(2x -1 )  > 0 
w( x, a) w( x, a)
Тому функція b( x, a) не спадає, а через те, що b(0,a)=0, b(1,a)=1, 
то 0 < b( x, a) < 1.
Далі,
b"(x, a) = 2a(w(x, a ))-3 > 0 , 
тому функція b '(x, a) не спадає, а через те, що 
b' (0, а) = 0, b' (1, а) = 2 , то 0 < b' (x, a) < 2.
(1)
Л ема 3. Має місце подання
2n
Bn (y, x, a) = b(1 -  x, a )n Т  y kC (n, k , a )a
k=0
b( x, a) 
x -  b( x, a)
(2)
Випливає з означення функції b(x,a).
З (2) слідує, що операція переходу від послідовності {у} до функції 
Bn(y,x,a) лінійна і додатня.
Нехай E  - оператор зсуву, I  - одиничний оператор, А - різницевий
° перат°р. Тоді E ky» = y k ,fyk = y k ,^ y »  = Т к=0(-1)іCkУі ,к = 0,1,—
Л ема 4. Мають місце подання
Bn (у, x, а) = (b(1 -  x, a) + 2( x -  b( x, a)) E  + b( x, a) E  2)n y 0, (3)
k
12
Ш  НАУКОВІ ЗАПИСКИ Серія: Математичні науки Випуск 67
Bn (у, x, а) = (1 + 2 xA + b( x, а) А2)n у 0 =
n! . +2 . (4)
У  " ! (2x ) '(b (x ,a ))j А .уо. '  '
03+j <„ і! j!(n  - і -  j )!
Доведення. Справді,
Bn (у, x, а) = (b(1 -  x, а) + 2( x -  b( x, a)) E  + b( x, a) E  2)n y 0 
= У  — — —— —b(1 -  x, a) n-l-J2l (x -  b( x, a ))1 b(x, a) JE lE  2 J y 0
0<I+j<n I! j !(n - I -  j  )!
n! a \a
= У  -ГГ;----1--- rTb(1 -  x, a)n (2a)l -----  ----   b(x, a)l+ j Уі+2 j
0<i+j<n ,! j!(n - і -  j )! ~ ^v x -  b( x, a) у
i+2 j
2n Ґ L/.. .А Лк
b(1 -  x, a )n У  ykC (n, к , a )a
к=0
b( x, a)
Bn(У, x, a ) .x -  b( x, a)
Співвідношення (4) випливає з (1), якщо врахувати , що E  = А + 1 .
Н аслідок 1. Нехай у k0) = у к,k  = 0,1,...,2n;
ykm) = ykm-1) + 2 xAykm-1) + b( x, a) A2 ykm-1), m = 1 ,2 , . ,  n, k  = 0,1,...,2(n -  m).
Тоді
Bn (У, ^  a) = Bn-m (У ^  x, a),
де
{у (m)! = {y0m), y1m), . ,  y2 mn-m)}.
Дійсно, з (4) випливає
Bn (у , x, a) = (1 + 2 xA + b( x, a) A2)n-m ((1 + 2 xA + b( x, a) A2)m y 0), 
а звідси випливає наслідок.
Л ема 5. Нехай {у} = {0m,1m,...,(2 n )m} ,m є  Ж. Тоді
B n x ,a) = ІТ к!^ К k) У  , П'.— ~ (2x)lb(x ,a)J , (5)
к=0 0<I+j<nl! J !(n -  l -  J )!
де S(m,k) числа Стірлінга другого роду.
Дійсно,
Bn (у, x, a) = (1 + 2 xA + b( x, a)A2)n 0 m
= У  — — — — —(2x)1 b (x ,a ) J A+2J 0m 
0<I+J <n I!J!(n -  і -  J )!
m - n!
k=0 0I+2 J=k I! j!(n  -  і -  J )!
У A k о m У  — — —— -  (2 x) lb( x, a) j
а звідси випливає (5), бо S (m ,k ) = Ak0m / к!.
Н аслідок 2. Нехай {y}={1,1,...,1}. Тоді Bn(y,x,a)=1.
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Н аслідок 3. Нехай {y}={0,1,2,.,(2n)}. Тоді Bn(y,x,a)=2nx. (6)
Н аслідок 4. Нехай {y}={02,12,22,...,(2n)2}. Тоді
Bn(y,x,a)=2nx+4n(n-1)x2+2nb(x,a). (7)
Н аслідок 5. Нехай {y}={03,13,23, . , ( 2 n ) 3}. Тоді
Bn (y,x,a)=2nx+ 12n(n-1 )x2+6nb(x,a)+8n(n-1 )(n-2)x3+ 12n(n-1 )b(x,a).
2. Властивості узагальн ен о ї генератриси Б е з ’є
Теорема 1. Якщо послідовність {у} = {у 0,у 1, . , y2n}не спадає (не зростає), то 
функція Bn (у ,x ,а) не спадає (не зростає).
Доведення. Нехай {~} = {~о,~1, . , y2n}, де 
y k = (2 A + b' (x, a) A2) y k = b' (1 -  x, a) Ayk + b' (x, a) Ayk+1, к  = 0,1,... ,2n -  2. 
Скористаємося (4) та (3). Отримаємо
— Bn (у, x, a) = n(1 + 2 xA + b( x, a) A2) n-1(2A + b' (x, a) A2) y0 = B ^ ^ y , x, a) > 0(< 0),б 
dx
о b' (x, a) > 0 і 2 -  b' (x, a) = 1 -  a(2 x -  1)w_1 > 0 , а послідовність {у} не спадає 
(не зростає).
Теорема 2. Якщо послідовність {у} = {у 0,у 1, . , y2n} опукла, то функція 
Bn (у, x, а) опукла.
Доведення. Нехай {у} = {Уо,й , . , у ^ - Л ,  де 
Ук = (2A + b  (x, a)A2)2 Ук = b  (x, a )2 A2 y k+2 + 2b' (x, a)(2 -  b' (x, a))A2 Ук+1 +
(2 -  b'(x ,a))2 A2у к ,к  = 0 ,1 , . ,2n -  2,
а {y } = ^  Уl, . , У 2n-2 }, де
у к = b" (x, a)(1 + 2 xA + b( x, a)A2 y k = b(1 -  x, a)A2 y k + 2( x -  b( x, a))A2 y k+1
+ b(x,a)A2y k ,к  = 0 ,1 , . ,2n -  4.
Скористаємося (4) і (3). Отримаємо:
d  2
— 2  Bn (у, x, a) = n(n - 1)(1 + 2xA + b(x, a)A2)n 2(2A + b'(x, a)A2)2 y0 + 
dx
nb"(x, a)(1 + 2xA + b(x, a)A2)n-1 Ay0 = n(n -1 )Bn-2(y, x, a) + nBn-1(y , x, a) > 0,
бо b ” (x, a) > 0 (див. (1)), (2 -  b '(x, a)) > 0,(1 -  2 x + b) > 0,( x -  b( x, a)) > 0, а
послідовність {у} опукла.
Теорема 3. Нехай t = {0,1,.,2n} . Тоді
(x(1 -  2x) + b(x,a)) —— Bn (y ,x ,a ) = Bn ((t -  2nx)y,x,a). (8)
dx
Доведення. Маємо:
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— Вп (y ,x ,а) := У  ykC (n ,k ,a)b(x,a )k/2 1 b(1 -  x ,a) 
dx
vn-k / 2-1
k=0
ґ к Л—(b '(x ,a)b(1 -  x ,a) + b(x,a)b'(1 -  x ,a) -  nb(x,a)b'(1 -  x ,a),
v2
2 x(1 -  x)
= S  Укс  (n, k, a)b(x, a) k/2-1 b(1 -  x  a) n-k/2_1- / v  ,k=0 w( x, a )(a  + w( x, a))
а звідси випливає співвідношення (8), бо
2 x(1 -  x) x(1 -  2 x) + b( x, a)
(k  -  2nx),
w( x, a )(a  + w( x, a) w (x, a)
3. Апроксимаційні властивості
Візьмемо в якості членів послідовності {у} значення функції f(x), яка
визначена і неперервна на проміжку [0,1]:
1 k
{ f  (0), f  (— ),..., f  (— ) , - ,  f  (1)}.2n 2n
Тоді послідовність функцій Bn(y,x,a) рівномірно збігається до функції f(x) 
на проміжку [0,1]. Цей результат є наслідком того, що додатні лінійні 
оператори Bn(y,x,a), в силу теореми 3, задовольняють співвідношенню:
Bn ((- -  x) f  (•), x, a) = V^ x^  —  Вп (f  (•), ^  a),2n dx
де v( x, a) = x(1 -  2 x) + b( x, a ) , а тому оператори належать до класу В  
(див.[2]), і, отже, результати цієї роботи можна застосувати й до операторів
Bn(y,x,a) .
Якщо а=0, то Bn(yx,0)=Bn(f, x) -  звичайні многочлени Бернштейна 
функції f(2t), а якщо а=1, то це многочлени Бернштейна B2n(f, x).
Теорема 4. Нехай функція f  неперервна на проміжку [0,1] і її модуль
непервності co(S) опуклий (вгору). Тоді
Bn (f , x, а) -  f  (x ) < ®
v( x, a)
2n
Доведення.
2n
\Bn (f , ^  a) -  f  (x)| < У
к=0
k
f  к  -  f  (x) 
V 2n
C (n, к , a)b( x, a )k/2 b(1 -  x, a)v.n-k/2
2n
< z ®
k=0 V
к
2n
-  x C (n, k , a)b( x, a )k/2 b(1 -  x, a )n-k/2
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< т z  f —
k=ov 2 n
,1/2 Л
X C (n, k , a)b(x, a )k/2 b(1 -  x, a )\n—k/2 = т
v (x, a )
2n
Н аслідок 6. Для всякого x з проміжку [0,1]
|Bn (f , X, a) — f  (x )\ < т
Bn(f , ^  а ) — f  (x)\ < т
1
2yj(a + 1)n
a
2 J (a  — 1)n
, якщо 0 < a < 2 ,
, якщо a > 2 .
Дійсно,
d v( x, a) = (1 — 2 x) 
dx
2
a
1 + (a 2 —1)(2 x — 1)2
а звідси випливає: якщо 0 < a < 2 , то найбільше значення функції v(x,a) 
досягається в точці x=0,5; якщо a>2, то найбільше значення функції
досягається в точках 0,5 ± 0,25^/(a — 4)(a — 1). 
Н аслідок 6. Нехай виконуються умови теореми 4. Тоді
2 (x — )x
f 2 x — 1 11і
n  ^1 + 2 x  — 1 a /Bn (f , ^  a) — f  (x)| < т 
Доведення. Оскільки
—  v(x,a) = — 8x 2(1 — x)22 < 0 , 
da w(a + w)
то при кожному фіксованому x функція v(x,a), як функція від a, спадає і
2 x(1 — x)|2 x — 1І
lim v( x, a) =
1 + 12 x — 1
Тому
v( x, a) =
2 x(1 — x)
|2 x —1|
1 + |2 x — 1
+
w 2 x — 1l
\ \
a + w 1 + 2 x — 1
< 2 x(1 — x)
Звернемо увагу на те, що похибка наближення зменшується не тільки біля 
кінців проміжку [0,1] (як у випадку многочленів Бернштейна), але і в околі 
середини проміжка при збільшенні параметра a .
Для отримання точних оцінок порядку наближення функцій операторами 
Bn(f,x,a) у випадку довілього модуля неперервності скористаємося 
результатами Сіккеми з роботи [3](стор.74-75). Після відповідних обчислень 
отримаємо такий результат.
2
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Теорема 5. Нехай co(S)модуль неперервності функції f(x). Тоді
\Bn (f , x, а) -  f  (x ) <
2n
1 + z
V k=0
де
42n
k
2n
x C (n, k , a)b( x, a)k/2 b(1 -  x, a )n-k/2
Ґ 1 \1
\4 2 n  у
ґ  і \
< K  (a)a
v42n  у
K ( a ) = 1+
[K1(a), якщо a1 < a < a 2 
K 2(a), якщо  0 < a < a 1 або a > a 2
K1(a) = b
\3
a
5 -У б
v 6 у
ґ  Г7 \ 3
+ 6a„ b
5 — л/6 Y ,  f  1+ V6
6
b
6
,a + b
1+ V6 3
K 2 (a )= b
V6
~6 ,
a + 6a b
V6 f6
6
,a b
6
,a + b
6 -  V6 
6
6
3
, a ,
у
a 1=0.319483292_, a2=2.147963138_ корені рівняння K1(a)=K2(a). 
Зокрема, якщо a=1, то отримаємо константу Сіккеми ([3], стор.63)
к  = 1 + K1(1) = 4306 + = 1.089887331...
5832
Якщо функція диференційовна на проміжку [0,1], то має місце таке 
твердження.
Теорема 6. Нехай co1(S )модуль неперервності функції f '(x ) . Тоді
\Bn (f , x, a) -  f (x ) < cn (x, a )®1 (x) ,
де
cn (x, a) = — x(1 -  2 x) + — b( x, a) + —  (2nx -  [2nx])(1 -  2nx + [2nx]).
2 2 2n
Крім того,
max cn (x, a) = 1  b
о< x<1 n 2
1 Л
— + 1, a 
V2 у
де t єдиний дійсний корінь рівняння
at
1 +
1 + 4 (а2 -  1)t2
1 2+ — t -  (2n + 1)t ,
2(1 + 2 n ) t.
А звідси
max cn (x, a) < ---- 1------ + — , якщо  0 < a < 2.
о< x<1 4(a +1) 8n
max cn (x, a) <
a
0< x<1 16(a2 -1 )  8n
1 0+-----, якщо a > 2.
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Таблиця значень max cn (x, a)
0< x<1
n\a 1 2 3 4 5
1 0.225000 0.201106 0.194045 0.191281 0.189949
2 0.180556 0.145188 0.130633 0.123699 0.120005
3 0.163462 0.124863 0.107267 0.097953 0.092575
4 0.154412 0.114539 0.095617 0.085076 0.078666
5 0.148810 0.108315 0.088729 0.077524 0.070505
6 0.145000 0.104158 0.084198 0.072609 0.065208
7 0.142241 0.101186 0.080997 0.069168 0.061527
8 0.140152 0.098955 0.078616 0.066631 0.058829
9 0.138514 0.097220 0.076778 0.064684 0.056770
10 0.137195 0.095832 0.075315 0.063143 0.055149
ещеомешеипиВ одне твердження, як частинний випадок більш загального,
яке було отримано в [2] (стор. 668, співвідношення (31)).
Теорема 7. Нехай функція f  має неперервні похідні до (т+ 2)-го  порядку 
включно. Тоді
lim n
n^ X>
d m
dx
Bn (. f , x, a) -  f (m)( x)m n
1  d l  
2 dxm
(f 4  x)v( x, a )).
4. У загальнені криві Б е з ’є
О значення 2. Нехай
{A} = {A0( x0, Уo, zo \ A1( X1, y ^  ^ Х - - ^  A2n (x2n , У2п , z2n )}
множ иа контрольних точок у  п р о з о р і , {x} множина абсцис, {y} множина 
ординат, {z} множина аплікат цих точок.
Узагальненою кривою Без ’є, яка породжена послідовністю {A}, називається 
крива з параметричними рівняннями
(x (tX y (tX z(t)) = (Bn(x, t , a), Bn(^ t , a), Bn(z, t , a)),0 < t < 1.
Теорема 8. Нехай A0(t = 0) початкова точка кривої Без ’є, а A2n (t = 1) кінцева 
точка. Тоді відрізки A0A1, A2n-1 A2n дотикаються до кривої, відповідно, в 
точках A0, A2n.
Дійсно, вектор
(  d d d
\
—  Bn (X, t , a) 
4 dt , ~ Bn(У, t , a) t=0 dt
,~ Bn (^ t ,a) 
t=0 dt t=0 у
= (2n(x1 -  x0),2n(у  -  У0),2п(z1 -  z0)) 
колінеарний до вектора (x1 -  x0, y1 -  y0, z1 -  z0) , а вектор
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Г — , d d
\
— Bn (X, t , a) 
V dt ,— Bn (У, t , a) t=1 dt
,— Bn (Z  t , a) t=1 — t=1)
= (2n(x2n -  x2n-1 ),2n(У2п -  У2п-1),2п(Z2n -  ^2n-l))
колінеаРний До вектора (x2n -  x2n-1, У2п -  ^2n-1> Z2n -  Z2n-1) .
5. Багатовим ірна узагальн ен а  генератри са Б е з ’є
Нехай x  = (x1, • • •, xm) точка в m-мірному просторі, |x| = x1 +-------+ xm,
k  = (к1,—, k m)-  m-мірний індекс, Щ = к1 +------+ km, к!= к1!— km!,
x k = x—1,• • •,xm ,Tm - одиничний m-мірний симплекс.
О значення 3. Нехай a > 0 , n - натуральне число, {y} = {y k},0 < Щ < 2n, 
довільна m - кратна послідовність, x  є Tm . Функція
Bn (y, x, a):=  Z  y kC (n, |k|, a ) — b(| x|, a ) Щ/2 b(1 -  |x|, a )n-Щ/2
0<| k| <2n k!
називається узагальненою m -мірною генератрисою Без ’є послідовності {y}.
Теорема 9. Нехай V (x, a) = {Vj  } матриця з елементами
Ixl -  v(|x|, a) 
v,v = 8 U x  -  x,x ,■ —------^ — , i, j  = 1,..., m .i] tj i i з x
Тоді
V (x, a)
8Bn (y, x, a ) /  dx1 Bn ((k1 -  2nx1) y, x, a)
dBn (y , x, a) / dxm )  VBn ((km -  2nxm )У, X, a ) .
Доведення. Введемо позначення:
I I |k|!
Pk(x) := C (n ,\Щ, a )77  k! VI x  )
і A I \|k|/2 і ґл і I \n-|k|/2b(\x , a )11 b(1 -  x , a) 1 1 .
Тоді
Bn(^  x, a) = Z  y —Pk(x), 5Bn(y , x, a) / 5xj = Z  y—dPk(x) / 5xj =
0<| k| <2n 0<| k| <2n
= Z  y—
0<|k<2n
^kj I— I— -  2n|x|Л 
V ]
-f~T + , ,——
x 3 x v( x , a) Pk(x), j  = m.
k
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Знайдемо добуток i-го  рядка матриці V  на стовпець
dBn(у ,x ,a ) / dx,i = 1 ,2 , - ,m .
Отримаємо:
Z  xiyk
0<| k| <2n
k1_ 
V x-
Ik |k -  2n|x|
1—\ -^------1—I----x v( x , a) P k(x)
Z  ykP k(x)Z  x ix j
0<| k| <2n j=1
k
x jV
У
|k Ik -  2n|x|
- f 4  + і і——
x v (x , a)
|x| -  v(| x|, a)
x
Z  x iykPk(x)
0<| k\<2n
= Z  x iykPk(x)
0<| k\<2n
k
x j
k  k  -  2n x
"і—\ H------1—і-----x v( x , a)
ґ  |x| -  v(|x|,a ) Л^
k ; |k  Ik -  2n|x|
x 2 /у
x jV x v( x , a)
= Z  УкРк(x)(ki -  2nxi)
0< k\<2n
= Bn ((ki -  2nxi) y , x, a X
що і потрібно було довнсти.
Нехай на симплексі Tm задана неперервна функція y=fx). Тоді, як і в 
одновимірному випадку, оператори
B n(у ,x ,a),{у} = {f  (k1 / ( 2 n ) , - , f  (km /(2n)},0 < k1 н------ь km < 2 n , можуть служити
для апроксимації функції f  на симплексі Tm . Якщо a=1, то
Bn (у, x,1) = B2n (у , x) симплеціальні поліноми Бернштейна. Через те, що
оператори Bn (у, x, a) задовольняють співвідношення
V(x, а) • d B n(y , x, а) = 2nBn((--  x) f  (•), x, a ) ,
dx
то вони - оператори типу В. Їхні властивості вивчені в [4].
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